DFT — dyskretne przeksztalcenie Fouriera
ang. discrete Fourier transformation

DFT, w przeciwienstwie do DTFT, dotyczy wytacznie
ciagdw o skonczonej dlugosci, tzn.o skonczone;
liczbie probek N.

Przeksztatcenie proste

jz—ﬁnk

N-1 _
X[k]= Zx[n]e N k=0,1,---,N—1 DFT wzoranalizy
n=0

Przeksztatcenie odwrotne — IDFT (ang. inverse DFT)

N-1 27T,
x[n]= NZX[k]e] v ,n=0,1,---,N —1 IDFT wzor syntezy
k=0

Zwigzek DFT z DTFT X[k] _ X(ejw)‘wzzﬂk : k= 0,1,---,N—1
N

co oznacza rownomierne probkowanie DTFT na okregu jednostkowym.



Wilasciwosci DFT

Sg podobne do wtasciwosci przeksztatcen: Z i DTFT, ale istniejg roznice
wynikajace ze skonczonej dtugosci ciagow x[#n] i X[k] (z definicji). Gtéwna
roznica: przesuniecie i splot sg kotowe.

Notacja: An]e X[k], y[n]< Y[k], nk=0,1---,N—1

oznacza pare transformat — przeksztatcenie proste DFT i odwrotne — IDFT

x[n]l, oznacza N-punktowe okresowe przedtuzenie ciggu x[n] okreslonego
dla n=0, 1, ..., N-1, innymi stowy
x[[n]], = x{n] w przedziale 0 < n < N —1, gdzie [[»]], = modulo N,
a dla n spoza tego przedziatu
x[[n]]Nz x[n+mN]

gdzie m jest liczbg catkowitg, dodatnig lub ujemng taka, ze n+iN lezy
wewnatrz przedziatu 0<n< N-1. N jest okresem ciggow x[n] i X[4] .

DFT jest przeksztatceniem ciggu N-punktowego x[n] w cigg N-punktowy X[k].
Istotne sg tylko punkty dla »=0, 1, ..., N-11 k=0, 1, ..., N-1. Taki cigg mozna
Zawsze pomnozy¢ przez okno prostokatne A{l, n=01---,N—-1

ry[n
0, n<0,n>N-1

N

bez zmiany wartosci wyrazow ciggu N-punktowego.



Przyklady.

3modulo5=3

7modulo5=(5+2)modulo5=2

— Imodulo3=(— 3+2)modulo3=2

— 7modulo4=(— 8+1)modulo4=1

Generalnie, dla liczby n=mn, + nzN ,gdzie n, , 1, i N sg catkowite, reszta z

dzielenia n przez N wynosi 7, , co zapisujemy 7, = nmoduloN .



c.d. Wlasciwosci DFT

# Czesto uzywa sie okna prostokgtnego do zapisania zakresu indekséw
sygnatu (ciggu) x[n] .

# O N-punktowych sygnatach i ich N-punktowych DFT zaktada sie tu, ze sg to
ciggi zaczynajgce sie od n, k=0 i konczace sie dla n, k=N-1.

# DFT jest reprezentacjg okresowego przedtuzenia x[n] z okresem N.
Okresowe przedtuzenie sygnatu x[n] tworzy sie powtarzajgc x[n] co N
probek w obu kierunkach: dodatnim i ujemnym. Jest to uzyteczne do

zrozumienia przesuniecia kotowego i splotu kotowego — istotnych w
praktyce wtasciwosci DFT.

Okresowe przedtuzenie sygnatu x[n] oznaczymy X[n].
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Przyktad splotu kotowego dwoch ciagow

win]  N=N,=8
T | | | y ._._.—>
0 1234567 n

x,[n] N=N, =38

L

0 1234567 n

yulnl=x[n®@x,lnl= " x,[m]x, [n —m]]

A
N=N,=N, =N, =8
5+ °
4@ 'Y
3
s
WW
T T 1 >
0123 4567 n



Obliczenia. Mnozymy bez przeniesien. Pierwsza probke
wyniku koncowego przestawiamy na koniec ciggu y|[n],
jak pokazuja strzalki pod tablica.

x[n] 1 1 1 0 0 0
x,[n] o 0 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 0 0 0 1

1 1.1 1 1 o0 o o 1 1

1 1.1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 11 1 0 0 0 1 1 1 1
yyln] 5 4 3 2 2 2 3 4

{yN[n]}Z=0 = { 4939 29 29 2939 49 5}



N-1
n=0

Mnozenie transformat DFT wykonujemy wyraz po wyrazie.



Przyktad splotu linnowego dwoch ciagow

t

0 123 4567 n
x,[n]
1
L L L >
0 123456 7 n

A
5 .
T e N,=N, +N, —1=8+8-1=15
3__
2__
B

00— ]

0 12345678910111 1314

nht, =10,0,0,1,2,3,4,5,4,3,2,1,0,0, 0}



Obliczenia

xi[n] L.
] 0. 0 0 1
|

1 1

I 1 1

1 I 1 1

I 1 1 1 1

yi©] 0. 0 0 1 2 3 4 5

nht, =10,0,0,1,2,3,4,5,4,3,2,1,0,0, 0}

S E " N G

1 1
1 1
1 1
1 1
1

3 2



Obliczanie splotu liniowego za pomocg splotu kolowego
dwoch ciagow.
N;-1

{xl [n]}nzo

_

{unls) (XA

DAL .&En]}fé

—

S s £ 17 D15

Wynik tego splotu kolowego jest rownowazny wynikow1 splotu
liniowego, jezeli K=N,+N,-1. Mozna tez wzig¢ K, >N, +N, -1
zamiast K , ale wtedy ciag wyjsciowy bedzie dtuzszy o K, -K
probek o wartosciach rownych zero. (Rzecz jasna, mozna je
obci13¢.)

Ma to znaczenie, gdy realizuyjemy DFT za pomoca FFT, gdyz FFT
operuje dhugoscia ciagow K=2" (tzw.radix 2 FFT z
wyktadnikiem » catkowitym) — wtedy splot kolowy najszybcie;j
dziata.



Przyktad numeryczny. {x[n]f_,={1,2,3,4} {x,[n]}_,={0,1,2,3}

Oba ciagi uzupelnimy zerami do dtugosci K=7. Zatem spleciemy
kotowo ciagi: {x[n]}°_, ={1,2,3,4,0,0,0} 1{x,[n]}’_,={0,1,2,3,0,0,0} .

Obliczajac DFT (np. z definicji) otrzymujemy

(XK1, ={10,-2.0245- }6.2240, 0.3460 + j2.4791, 0.1784 - j2.4220,
0.1784 + j2.4220,0.3460 - j2.4791, - 2.0245 + j6.2240}

(X, [K1)S = {6,-2.5245- j4.0333,-0.1540 + 2.2383,-0.3216 - j1.7950,
-0.3216+ j1.7950,-0.1540 - j2.2383, - 2.5245 + j4.0333}

YTKYJS_, = {60,-19.9928 + j23.8775, - 5.6024 + j0.3927, - 4.4049 + 0.4585,
_4.4049 - j0.4585, -5.6024 - j0.3927, -19.9928 - j23.8875}

{y[n]}°_, = IDFT{Y[k]}>_, ={0,1,4,10,16,17,12}



Sprawdzam wynik koncowy w MATLABIe
>> conj(fft(J0 14 10 16 17 12])")

ans =
60.0000

-19.9928 +23.87751
-5.6024 + 0.39271
-4.4049 + 0.45851
-4.4049 - 0.45851
-5.6024 - 0.39271
-19.9928 -23.87751

Uwaga na symetri¢ Hermite’a widma.

i e . o = e




c.d. Wlasciwosci DFT

27
xnl< X[k], yn]e Yk], nk=01 N—-1, W,2e ¥
Lp, Ciag N-punktowy Wiasciwosé N-punktowa transformata DFT
1 ax[n]+ by[n] Liniowos$¢ (oba ciagi tej same]
dlugosci, w przeciwnym razie aX [k ]+ bY [k ]
zastosowac uzupetnianie zerami az do
wyrdéwnania dlugosci)
2 Przesuniecie kotowe w dziedzinie #; kny,
x[[n ~ ]N opdznienie n, >0 X[kWy
3 bl n]W];’kO Modulacja X [[k _ ko ]]N
4 x[n]® y[n]= Splot kotowy w dziedzinie n, a
N-1 mnozenie w dziedzinie k X[ k] Y[ k]
= > x{m]y[[n—m]]
m=0
5 Mnozenie w dziedzinie n, a splot 1
x[n]y[n] kotowy w dziedzinie k NX[k] ®Y[k]=
1 N
= > XYk -1]]
N 1% N
6 a) x*[n] Sprzezenie X * [[_ k]]N
p X *l=nlly X *[k]
7 X[n] Dualizm Nx[[— k]]N




c.d. Wlasciwosci DFT

Wzér Parsevala o energii 1 _ N_lx nl’ :lN_lX Ak
2 ln] = X [XT]



Notacja macierzowa w obliczeniach DFT i IDFT

Probki sygnatu

x[0]
x[1]

w7

X[N —1]

Probki widma
CX[0]

[XN]:
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| | transpozycja macierzy

WN—I
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X[k)= 3 xn]
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Przyklad. n=4, {x[n]},_, ={1,2,3,4}

=2+ 2

10
-2+ j2
-2

B W N

—2-j2

1 1 1 1
1 -5 -1
X =
|x.] 1 -1 1 -1
1 -1 —jl4] |
T
]
11 1 1
IR L A S
[x4]_41 11 -1
1 -j -1
0

analiza

synteza



Przyklad. Oblicz wynik splotu lintowego za pomoca splotu
kotowego ciagdw: {x{nl},, ={,-11} 1 {an]}_ =12,2}.

Najpierw obliczamy ditugos¢ splotu lintowego y[n]=x{n]*A[n].

Wynosi ona 3+2 — 1=4. Oba ciag1 uzupetniamy zerami do

dhugosci N=4. Zatem

h

A1

=~ S

x[0
x[1]

!

n
2]
[3]

s

[0

3]

n
2]

1 1 1 1|1

1 -5 -1 j ||—-1

1 -1 1T =11
1 ;5 -1 -] O
(1 1 1 1 ]2]
1 -5 -1 |2
1 -1 1 —-1]0
1 -1 —j]o]




Mnozymy wektory [X.] i [#.] element po elemencie

1T 4 4
jil2=-j21 [2+)2

v, ]=[x.]H,]= 2o 17| o
—jll2+j2] [2-/2]

1 na koniec obliczamy poszukiwany wynik splotu

11 1 17 4 2
1 j -1 —j|2+,2] |0
1 -1 1 -1] o 0
1 - -1 j|2-2] [2]

AR A A

Mozemy to tatwo sprawdzi¢ szybka metoda obliczania splotu
c1agoéw o skonczonej dtugosci, jak ponize;.



yvin] 2. 0 0 2

co nalezato pokaza¢. Mozna tez w szybki sposob obliczy¢ od
razu wynik splotu kotowego obu ciggoéow, rzecz jasna
uzupetionych zerami. (Mnozymy bez przeniesien.)

1 -1 1 0  x[n]
2 2 0 0  Ax
0 0 0 0 Kopiujemy po prawej lewy
0 0 0 O 0 pogrubiony trojkat wynikow
s —2 9 0 2 -2 czastkowych.
2 -2 2 0 2 -2 2 Pierwsza probke wyniku
2 2 0 0 koncowego przestawiamy na
o 1 koniec ciagu y[n].



