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Liczby stato- 1 zmiennoprzecinkowe




Zapis liczb

Sygnaty dyskretne sg z requty przetwarzane w
komputerach (zwyktych lub wyspecjalizowanych,
takich jak procesory sygnatowe).

Komputery wykonujg dziatania na liczbach
zapisanych za pomocg skonczonej liczby bitow (na
ogot jest to 16, 24, 32 lub 64 bity).

Dlatego sygnaty dyskretne sg kwantowane przed
wprowadzeniem do pamieci komputera.



Zapis liczb

Najlepiej, gdy przetwornik analogowo-cyfrowy ma
taka sama liczbe bitow jak komputer, w przeciwnym
razie moce szumow kwantowania przetwornika i
komputera zsumujag sie.

Podobnie jak wartosci probek sygnatu, zostana
skwantowane inne dane wykorzystywane przy
cyfrowym przetwarzaniu sygnatow, jak np.
wspotczynniki filtrow cyfrowych.



Zapis liczb

Skwantowana wartosc liczbowa moze byc
zakodowana na wiele roznych sposobow.
Podstawowe metody kodowania dwojkowego
zestawiono w tabeli na kolejnym slajdzie, przy czym
naturalny kod dwojkowy stuzy do kodowania liczb
dziesietnych bez znaku, a pozostate kody pozwalaja
kodowac liczby dziesietne ze znakiem.



Kody dwojkowe na przyktadzie

b=3 bitow

Liczba Naturalny Kod Kod z uzupet- Kod z uzupet- Liczba
dziesie-  kod dwojkowy znak-modut nieniem do 1 nieniem do 2 dziesie-
tna _ Luy = Ly = tna ze
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-4 - - - 100 -4
-3 - 111 100 101 -3
-2 - 110 101 110 -2
-1 - 101 110 111 -1
000 000 lub 100 000 lub 111 000 o
001 001 001 001 1
010 010 010 010 2
011 011 011 011 3

N oo W N RBP O
[
(@)
(@)



Zapis liczb

Najprostszym kodem jest naturalny kod dwojkowy
(w tym kodzie zapisuje sie liczby naturalne, kod nie

uwzglednia znaku liczby). W

tym kodzie operacja

dodawania pojedynczych bitow daje nastepujace wyniki:
0+0=0, 0+1=1, 1+1=10 (tutaj wystepuje jedynka
przeniesienia). Stad wynika zasada dodawania liczb

z wiekszg liczbg bitow. Na przyktad

dodawaniu dziesietnemu oc
pokazane obok dodawanie c

powiada

(na samej gorze zapisano jec
przeniesienia)

11 1
wojkowe 1 0 1 0 1
ynki + 1 0111

1 011001



Zapis liczb

Z kolei wyniki mnozenia pojedynczych bitow s3
nastepujgce: 0*0=0, 0*1=0, 1*1=1, a dla liczb z wieksz3
liczbg bitow mamy przyktad (odpowiednik mnozenia

dziesietnego ). Bardzo fatwo mozna 110
wykonac mnozenie razy 2, gdyz x 101
wystarczy przesungc wszystkie bity - -—————__
0 jedng pozycje w lewo. Podobnie 110
tatwe jest dzielenie przez 2, gdyz 0 00O

wystarczy przesungc wszystkie bity 1 1 0
o jedng pozycje w prawo. @ ———————-



Zapis liczb

S3 znane requty wykonywania dziatan na liczbach
zapisanych w innych kodach niz kod naturalny.
Popularnym kodem jest kod z uzupetnieniem do 2 (kod
U2). Nalezy on do kodow pozwalajacych wykonywac
operacje na liczbach z uwzglednieniem ich znaku.
Pierwszy bit (MSB) jest bitem znaku liczby (o —liczba
dodatnia, 1 —liczba ujemna).



Liczby stato- 1 zmiennoprzecinkowe

Bardziej niz dziataniami na liczbach catkowitych jestesmy
zainteresowani dziataniami na liczbach utamkowych. W
tym przypadku jest stosowana postac statoprzecinkowa
lub postac zmiennoprzecinkowa liczby.

W postaci statoprzecinkowej do zapisu liczby o postaci

+ M.F przeznacza sie jeden bit s=1 na zapis znaku liczby,
M bitow na zapis czesci catkowitej Mi f bitow na zapis
czesci utamkowej liczby F, czyli dtugosc stowa
maszynowego to W= S+ m+ f



Zapis liczb stato- i zmiennoprzecinkowych

a)
w=1+m+ T dlugos¢ stowa maszynowego
A
‘MSB LSB'
[Pus [Buo|Bus| ¢ | | ¢« [b b b
.o ! 20J “ 271 ! J
S- bit . Y Krobke  £1 womcs b .
mi czg$¢ calkowita liczby ropke  fi czes¢ utamkowa liczby
znakt binarn:
i Precyzja= 2" o 05
-2 0 > [« 2"-2" Jiczbowa
o L o >
Przekrocze nie U\ o Przekroczenie
ujemne M . M . dodatnie
Liczby ujemne Liczby dodatnie
b)
w=1+e+f 1 dlugos¢ stowa maszynowego
4 A )
MSB LSB
Poafboo| ¢« | [ | | [ = ESENEN
. L ! 21 20/ \271 272 ‘ J
S- bit . " fi "Ylarnk
— el wykladn I czes¢ u owa
(2 2—f)223—bia5 - f+1-bias o~ f+1-bias (2_2—f)229—bias ) Os
e | - L 07 : liczbowa
I } —t——+——11 Hl — -t +— } } I >
Przekroczenie v Jf \\ + o Przekroczenie
ujemne Liczby  NiedoborNiedobér — Liczby dodatnie

uemne ujemny dodatni dodatnie



Liczby stato- 1 zmiennoprzecinkowe

Przyktadowo w kodzie z uzupetnieniem do dwoch (U2) zapis
liczb jest nastepujacy

1010%,, — -1.2°+0-2°+1.2°+0-2'+1.2° =-11
01010%,, —> —0-2°+2°+22+2°=21

11111, — -2+2°+27+2°+27=-0125
01101, —> —0-2'+2°+2%+2°-1625

W tej postaC| mozna zaplsac liczby w zakresie od — 2" do
om _ otz precyzjg co 2-1. Jak wida¢, nie jest mozliwe
doktadne zapisanie liczby nlewymlernej, a i wsrod liczb
wymiernych doktadna reprezentacje ma tylko ich skonczona
ilosc (te, ktore sg podzielne przez é



Zapis liczb stato- i zmiennoprzecinkowych

W postaci zmiennoprzecinkowej do zapisu liczby o postaci +1.F x 2*F przeznacza

sie jeden bit s=1 na zapis znaku liczby, e bitow na zapis wyktadnika Ei f bitow na

zapis czesci utamkowej F(nazywanej tez mantysa), czyli dtugosc stowa

maszynowego, tow =s +e +f.

W standardzie IEEE 754-1985 przy 32-bitowym zapisie liczby rozdziat bitow jest

nastepujacy w =1 + 8 + 23, a przy zapisie 64-bitowym jesttow =1 + 11 + 52.

Nie przeznacza sie bitu na zapis znaku wyktadnika, ale przesuwa sie wartosci

wyktadnika w dot o wartos¢ bias=2" -1 . Na przyktad przy e=8, liczby od o do 255

po przesunieciu o 2°* —1 =127 daja wartosci wyktadnika zmieniajace sie w

zakresie od —127 do 128. | tak zapisowi binarnemu
1/00100101|11000101000000000000000

odpowiada liczba dziesietna

(O x L+ 27t 422 420 + 278 )x 2P 72120 _ 1 76053125¢ 2%2 ~ ~3.5735x10 2



Zapis liczb stato- i zmiennoprzecinkowych

W standardzie IEEE 754-1985 rezygnuje sie z wartosci wyktadnika —127 (E — same
zera) i 128 (E —same jedynki), aby umozliwic¢ zapisanie wartosci zero i
nieskonczonosc. Stworzono tez mozliwosc zapisania tzw. wartosci
zdenormalizowanych i NaN (Not a Number), tak jak to pokazano w ponizsze;
tabeli. W tabeli tej zamieszczono tylko wartosci dodatnie (bit znaku o), ale kazda
z nich ma swoj odpowiednik ujemny (bit znaku 1). Na przyktad zero ma dwie

repreze nta Cje: +0 | —O. Wyktadnik (E) Utamek (F) Wartosci DIaW= 32 bity DIaW= 64 bity
00...00 00...00 +0
00...01 Zdenormalizowane _ o i
00...00 do (1-biag do 2 do
0.Fx2
11..11 (1_ 2—23)2—126 (1_ 9-52)-1022
00...01 00...00 Normalizowane 126 1022
do do 1.F x 2(E-biag 2o 2o
11...10 11...11 (2_2723 27 (2_252)21022
11...11 00...00 +infinity
00...01 Signalling
11...11 do Not a Number
01...11 SNaN
10...00 Quiet
11...11 do Not a Number

11...11 QNaN



Rodzaje PS a zapis liczb

Procesory statoprzecinkowe (fixed poin}:

operujg na liczbach statoprzecinkowych
(,catkowitych”), np. 16536

nie ,rozumiej3” liczb utamkowych, np. 0,56
Procesory zmiennoprzecinkowe:

potrafig dziatac na liczbach utamkowych

specjalny procesor i zestaw instrukgji

wolniejsze, drozsze, wieksze zuzycie energii



Typy

liczb statoprzecinkowych

Procesor TMS320C55350 | Ux Al U
w projekcie ZPSTEA OO OOA¢ET POU
Typy liczbowe:

16-
32-

vitowy (Int, shor)
bitowy (long) + 4o-bitowy (longlong)

Kazo

y typ N-bitowy wystepuje w wers;ji:

ze znakiem (signed domysiny): -2 do 2("1)-1
bez znaku (unsignegt o do 2"-1



Zapis liczb utamkowych

,Czy to znaczy, ze nie da sie zapisac liczb
utamkowych, np. 0,53?"

16 bitow: mamy do dyspozycji liczby
od -2%5 do 2%5-1, czyli od -32768 do 32767
Zatozmy, ze zapisujemy liczby z zakr. [-1, 1)
Przeskalujmy:

1 & L% 32768J=32767

-1 <& L -1%32768 = -32768

0,53 < Lo0,53%32768 |=17367




Liczby Qas

Znaczenie 16 bitow:

znak 21 272 23 274 ., 2% 2715

Taki zapis nazywa sie Q15 1 bit znakuy,

15 bitow liczby utamkowej

Rozdzielczosc: 275 = 0,0000305

Nie da sie doktadnie zapisac liczby 1.
UWAGA: ta konwersja zachodzi po stronie
programisty. Procesor nadal widzi liczbe

17367, nie 0,53!



Liczby Qas

W formacie tym jeden bit przeznacza sie na zapis znaku, zero bitow
na zapis czesci catkowitej i 15 bitow na czes¢ utamkowgw =s+m +f
=1+0+15=16.

Na przyktad liczba zapisana w kodzie U2

1/0111210100000000
ma nastepujaca wartosc w zapisie dziesietnym

_1+2% 4234+ 2%+ 274+ 27 =-0.523437E



Dodawanie liczb Qas

Sprawdzmy czy to dziata: 0,53+0,26
0.53 * 32768 = 17367
0.26 * 32768 = 8519
17367 + 8519 = 25886
Powrot do liczby dziesietnej:
25886 /32768 = 0,789978 = 0.79



Zapis liczb Qm.n

A co jeslimamy np. liczby z zakresu [-2; 2)?
Skalujemy tak samo: 2 < 32768,
czyli1 < 32768/ 2 = 16384 (zapis Q4 lub Q1.14)
Obliczamy 0,58 — 1,34:

0,58 * 16384 = 9502

1,34 * 16384 = 21954

9502 — 21954 = -12452

-12452 [ 16384 =-0,76



Zapis liczb Q#

Ogolnie: zapis liczb z przedziatu [-2"; 2"),
czyli zapis Om.n:

Konwersja z dziesietnej na Qm.n:
q=Ld*2n |

Konwersja zQm.n na dziesietna:
d=q/2"



Mnozenie liczb Qag

Mnozenie dwoch liczb Qi przez siebie daje

w wyniku liczbe Q(15+15), czyli Q3o0.

Do zapisania wyniku potrzebujemy 32 bity.

Mnozenie przez potegi dwojki 2" jest bardzo

proste: wykonujemy przesuniecie bitowe

0 Nmiejsc w lewo (<< n), np.:
X*16=X*24=X<< 4

np. 5 * 16 = 00000101, << 4 = 01010000, = 80



Mnozenie liczb Qag

Przyktad mnozenia: 0,7 * 0,8
0,7 * 32768 = 22937
0,8 * 32768 = 26214
22937 * 26214 = 601 270 518 (32 bity!)

to jest liczba Q30, wiec przeliczenie na dziesietna:
601270518 [ 23° = 0,55976 = 0,56



Mnozenie liczb Qag

Wynik mnozenia liczb Qig to liczba Q3o0.
Co zrobic jezeli chcemy miecC wynik Q157
Musimy ,0bciac” 15 najmtodzych bitow czesci
utamkowej.
Robimy to przesuwajac bity 0 15 miejsc
W prawo (>> 15).
601270518 >> 15 = 18349 (Qaxg)
18349 /32768 = 0,56 (dziesietna)
Odpowiada to dzieleniu przez 2%



Dzielenie liczb Qg

Nalezy tego unikag, jesli to tylko mozliwe
- dzielenie jest baaaaaardzo wolne.
Szybkie dzielenie tylko przez 2" (>> n).
Mozna dzielic a/b (Qas) jezelia<b.
Dzielenie liczb Q15 da wynik Q(15-15) = Qo (!)
Musimy zamienic licznik a na Q30, wtedy
dostaniemy wynik Q(30-15) = Q1s.

0,3/0,5< (0,3 *23°) /(0,5 *2%) =

=322122547 [ 16384 = 19660 = 0,6 (dziesietna)



Format Q - podsumowanie

Format Qm.n pozwala kodowac liczby
utamkowe jako statoprzecinkowe.
KonwersjanaQizQ jest robiona przez
programiste.

Procesor nadal wykonuje operacje na
iczbach statoprzecinkowych.

Dziatania podatne na wystgpienie
orzepetnienia zakresu (overflow oraz
niedopetnienia (underflow— wyzerowanie).




Zapis liczb - btedy

Niezaleznie od przyjetej postaci zapisu liczby, komputer jest w
stanie zapisywac doktadnie liczby tylko ze skonczonego zbioru
skwantowanych liczb wymiernych.

Komputery ,nie potrafig” zapisac doktadnie liczby niewymiernej
(np. w komputerze 32-bitowym liczba pi, to 355/113 2
doktadnoscia 10°®), ani liczby wymiernej, ktora nie nalezy do tego
zbioru. Takie liczby sg zaokraglane do najblizszej liczby majace;
swojg reprezentacje w komputerze.

To spowoduje, ze np. wspotczynniki zaprojektowanego filtru
cyfrowego nigdy nie beda doktadnie reprezentowane w
komputerze i w konsekwencji charakterystyki zrealizowanego
filtru beda roznity sie od charakterystyk idealnych.



Zapis liczb - btedy

Analiza btedow zaokraglen jest trudna, gdyz btedy te zaleza
dodatkowo od algorytmu, wedtug ktorego komputer wykonuje
obliczenia.

Nawet w najprostszych algorytmach przy pewnych wartosciach
parametrow obserwuje sie efekt oscylacji btedu ze stata
amplituda lub efekt kumulacji btedu i jego narastanie do
nieskonczonosci.

Na przyktad przy catkowaniu numerycznym rownan
rozniczkowych niedopuszczalne jest stosowanie algorytmow
niestabilnych numerycznie, ,wzmacniajgcych” btedy zaokraglen;
powodujacych, ze bardzo szybko zakumulowane btedy staja sie
wieksze od poszukiwanego rozwigzania.



Zapis liczb - btedy

Innym zrodtem btedow jest przekroczenie dopuszczalnego zakresu
zmiennosci liczby (przekroczenie zakresu dynamiczneqo).
Przekroczenie takie moze zajsc przy dodawaniu, a zwtaszcza mnozeniu
liczb. Przy mnozeniu dwoch liczb iloczyn moze wymagac do zapisu
dwukrotnie wiekszej liczby bitow niz kazdy z czynnikéw. Dlatego w
komputerach akumulatory, do ktorych wpisuje sie wyniki dziatan , s3
dtuzsze niz rejestry, z ktorych pobiera sie liczby do obliczen .

Jezeli do akumulatora zostanie wpisana wartosc¢ koncowa obliczen, to
bedzie ona znana z duzg doktadnoscia (podwojng precyzja, gdy
akumulator jest dwukrotnie dtuzszy od rejestrow). Jesli jednak jest to
wynik posredni obliczen i przekracza dtugosc rejestru, to musi byc
obciety przed umieszczeniem w rejestrze i zachodzi btad
przekroczenia.



Uproszczona struktura CPU (lub PS)

Rejestr A| | Rejestr B Akumulator
00000000 | | 0ODOODDD| [0ODODDODOOOOODODD

yNp. 8 bitow y Np. 8 bitsw 4 Np. 16 bitow

Szyny danycl
| rozkazow
v Y
Hardwarowy
mnoznik
Y

Jednostk
dodajaca

ALU i jednostks
arytmetyczne
logiczna
v



Zapis liczb - podsumowanie

Z powodu btedow zaokraglen i przekroczen doktadnosc obliczen

wykonywanych na tym samym komputerze bedzie zalezata od

kolejnosci wykonania przemiennych operacji.

Takze dwa roznego typu komputery o tej samej dtugosci stowa

maszynowego beda dawaty nieco roznigce sie wyniki nawet przy te]
samej kolejnosci wykonywania operacji.

W wigkszosci przypadkow komputer czy procesor sygnatowy z 32

bitowym zapisem zmiennoprzecinkowym liczby zapewni dostateczng

doktadnosc obliczen.

W wielu typach komputerow istnieje mozliwosc poprawienia

doktadnosci obliczen (za ceng zwigkszenia czasu obliczen) poprzez

przejscie na zapis liczb z podwojng precyzja 2 * 32 = 64 bity.

W przypadku procesorow sygnatowych procesory

zmiennoprzecinkowe zapewniajg wiekszg precyzje i zakres

dynamiczny sg jednak mniej ekonomiczne niz procesory

statoprzecinkowe, gdyz maja wigkszy pobor mocy, wigksze rozmiary,

WYyz5z3 cene.



Zapis liczb - podsumowanie

Wykonujac obliczenia komputerowo zawsze warto zadbac o to,
aby juz poczawszy od danych wejsciowych postugiwac sie w
obliczeniach wielkosciami unormowanymi, przyjmujgcymi
wartosci zblizone do jednosci.

W przeciwnym razie od samego poczatku komputer bedzie
wykonywat obliczenia na wartosciach liczbowych bardzo
roznigcych sie modutami i btedy obliczen beda wieksze.



Dziekuje za uwage



